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Cálculo 3 

 

Exercícios de Teorema de Gauss e Teorema de Stokes - Avançado  
Professor: Gabriel Miranda 

 

Resumo 

 

Exercício 1: Seja 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥²𝑧𝑖 + 𝑥𝑦²𝑗 + 𝑧²𝑘 onde C é a curva de interseção de 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1 com                    

𝑥² + 𝑦² = 9 (anti-horário, visto de cima) 

 

Solução 

O Plano gerado com a interseção, será uma elipse  

𝑛 =
1

√3
(𝑖 + 𝑗 + 𝑘)  ⟶  𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙 𝑑𝑎 𝑒𝑙𝑖𝑝𝑠𝑒 

𝑟𝑜𝑡(𝐹). 𝑛 =
1

√3
(𝑥² + 𝑦²) 

 

∫ 𝐹

𝐶

𝑑𝑟 = ∬
1

√3
(𝑥² + 𝑦²)

𝑠

𝑑𝑆 = ∬ (𝑥² + 𝑦²)

𝑥²+𝑦²≤9

𝑑𝑥. 𝑑𝑦 =
𝟖𝟏𝝅

𝟐
 

 

Exercício 2: Seja 𝐹 = 𝑟|𝑟| onde 𝑟 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑖 + 𝑧𝑘 onde S consiste no hemisfério 𝑧 = √1 − 𝑥² − 𝑦² e no disco 

𝑥² + 𝑦² ≤ 1 no plano 𝑥𝑦 

 

Solução 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥√𝑥² + 𝑦² + 𝑧²𝑖 + 𝑦√𝑥² + 𝑦² + 𝑧²𝑗 + 𝑧√𝑥² + 𝑦² + 𝑧²𝑘 

𝑑𝑖𝑣 𝐹 = 4√𝑥² + 𝑦² + 𝑧² 

 

∬ 𝐹

𝑆

𝑑𝑆 ∭ 4√𝑥² + 𝑦² + 𝑧²

𝐸

𝑑𝑣 = ∫ ∫ ∫ 4√𝜌²
1

0

2𝜋

0

𝜋
2

0

. 𝜌². sin 𝜙 𝑑𝜌. 𝑑𝜃. 𝑑𝜙 = 𝟐𝝅 

 

Exercício 3: Seja 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑦 tan 𝑧 𝑖 + 𝑦√3 − 𝑥²𝑗 + 𝑥 sin 𝑦 𝑘 onde S é a superfície do sólido que está acima 

do plano 𝑥𝑦 e abaixo da superfície 𝑧 = 2 − 𝑥4 − 𝑦4 ;  −1 ≤ 𝑥 ≤ 1  , −1 ≤ 𝑦 ≤ 1 

 

Solução 

∬ 𝐹

𝑆

𝑑𝑆 ∭ √3 − 𝑥²

𝐸

𝑑𝑣 = ∫ ∫ ∫ √3 − 𝑥²
2−𝑥4−𝑦4

0

1

−1

1

−1

𝑑𝑧. 𝑑𝑦. 𝑑𝑥 =
𝟑𝟒𝟏

𝟔𝟎
√𝟐 +

𝟖𝟏

𝟐𝟎
𝐬𝐢𝐧−𝟏 (

√𝟑

𝟑
) 

 

Exercício 4: Prove que o teorema de Stokes é verdadeiro para 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑖 + 𝑧𝑗 + 𝑥𝑘 onde S é o hemisfério 

𝑥² + 𝑦² + 𝑧² = 1 , 𝑦 ≥ 0 orientado na direção do eixo positivo 𝑦 
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Cálculo 3 

 

Solução 

I) 

𝑟(𝑡) = cos 𝑡 𝑖 − sin 𝑡 𝑘 

𝑟′(𝑡) = − sin 𝑡 𝑖 − cos 𝑡 𝑘 

𝐹(𝑟(𝑡)) = − sin 𝑡 𝑗 + cos 𝑡 𝑘  , 𝐹(𝑟(𝑡)). 𝑟′(𝑡) = − cos² 𝑡 

∫ 𝐹 𝑑𝑟 = ∫ (− cos² 𝑡)
2𝜋

0

𝑑𝑡 = −𝝅 

 

II) 

∬ 𝑟𝑜𝑡

𝑆

(𝐹) 𝑑𝑆 = ∬ 𝑟𝑜𝑡(𝐹) (𝑟𝜙𝑟𝜃) 𝑑𝐴 = ∫ ∫ (− sin² 𝜙 cos 𝜃 − sin² 𝜙 sin 𝜃 − sin 𝜙 cos 𝜙)
𝜋

0

𝜋

0

𝑑𝜃. 𝑑𝜙 = −𝝅 


